
6. November 2011
Carsten Deeg

Differentialrechnung 1/4

Differentialrechnung

Funktionen

f : (D ⊆ Rn)→ Rm x =


x1
...

xn

→ f(x) =


f1(x)
...

fm(x)

 i ∈ [1 . . .m] j ∈ [1 . . . n]

Jacobi-Matrix J (f(x)) = ∂f
∂xT (x) =

(
ji j(x)

)
=

(
∂ fi
∂x j

(x)
)

=


∂ f1
∂x1

(x) . . .
∂ f1
∂xn

(x)
. . .

∂ fi
∂x j

(x) . . .
∂ fm
∂x1

(x) . . .
∂ fm
∂xn

(x)


Grenzwert lim (f(x)) =

m∑
i=1

lim ( fi(x)) ei

Ableitung ∂f
∂x j

(x) =
m∑

i=1
ji jei

Differential df(x) =
m∑

i=1

n∑
j=1

ji jdx jei dkf(x) =
m∑

i=1

(
n∑

j=1
dx j

∂
∂x j

)k

fi(x)ei

Produktregel Quotientenregel Kettenregel Partielle Integration

d
dt (uv) = u̇v + uv̇ d

dt

(
u
v

)
= u̇v−uv̇

v2
d
dt (u (v)) = du

dv
dv
dt

b∫
a

u̇v dt = [uv]b
a −

b∫
a

uv̇ dt

Nabla

Gradient grad ( fi(x)) = ∇ fi =
n∑

j=1
ji je j = lim

V→0

 1
V

�
A=δV

fidA


m = n:

Divergenz div (f(x)) = ∇ · f =
m∑

i=1
jii = lim

V→0

 1
V

�
A=δV

f · dA


Laplace ∆f(x) = ∇2f =
m∑

i=1

n∑
j=1

∂ ji j
∂x j

ei

m = n = 3:

Rotation rot (f(x)) = ∇ × f =

 j32 − j23
j13 − j31
j21 − j12

 = lim
V→0

 1
V

�
A=δV

dA × f
 = A

|A| lim
A→0

 1
|A|

∮
s=δA

f · ds


Identitäten ∇ × (∇ f ) = 0 ∇ · (∇ × f) = 0

Integralsätze

Differenz von Funktionswerten Integral Vektorfeld über Kurve Fluß Vektorfeld durch Fläche Volumentintegral

f (b) − f (a)
∫
s

v(x) · dx
!
A

w(x) · dA
#
V

g(x)dV

Hauptsatz

f (b) − f (a) =
b∫

s=a
v(x) · dx

Bedingung

∇ × v = 0 ⇔ v = ∇ f

Stokes∮
s=δA

v(x) · dx =
!
A

w(x) · dA

Bedingung

∇ · w = 0 ⇔ w = ∇ × v

Gauß�
A=δV

w(x) · dA =
#
V

g(x)dV

Bedingung

g = ∇ · w
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Koordinatensysteme

Karthesisch Zylinder Kugel

Vektoren


x

y

z

 =


−∞ . . .∞

−∞ . . .∞

−∞ . . .∞



ρ cos(ϕ)

ρ sin(ϕ)

z




r cos(ϕ) sin(ϑ)

r sin(ϕ) sin(ϑ)

r cos(ϑ)


√

x2 + y2

arctan
(

y
x

)
z



ρ

ϕ

z

 =


0 . . .∞

0 . . . 2π

−∞ . . .∞




r sin(ϑ)

ϕ

r cos(ϑ)



√
x2 + y2 + z2

arctan
(

y
x

)
arctan

( √
x2+y2

z

)



√
ρ2 + z2

ϕ

arctan
(
ρ
z

)



r

ϕ

ϑ

 =


0 . . .∞

0 . . . 2π

0 . . .π



Wegelement ds


dx

dy

dz




dρ

ρdϕ

dz




dr

r sin(ϑ)dϕ

rdϑ



Einheitsvektoren
(

ex ey ez

)
=


1 0 0

0 1 0

0 0 1




cos(ϕ) − sin(ϕ) 0

sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1



cos(ϕ) sin(ϑ) − sin(ϕ) cos(ϕ) cos(ϑ)

sin(ϕ) sin(ϑ) cos(ϕ) sin(ϕ) cos(ϑ)

cos(ϑ) 0 − sin(ϑ)


cos(ϕ) sin(ϕ) 0

− sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1


(

eρ eϕ ez

)
=


1 0 0

0 1 0

0 0 1




sin(ϑ) 0 cos(ϑ)

0 1 0

cos(ϑ) 0 − sin(ϑ)


cos(ϕ) sin(ϑ) sin(ϕ) sin(ϑ) cos(ϑ)

− sin(ϕ) cos(ϕ) 0

cos(ϕ) cos(ϑ) sin(ϕ) cos(ϑ) − sin(ϑ)




sin(ϑ) 0 cos(ϑ)

0 1 0

cos(ϑ) 0 − sin(ϑ)


(

er eϕ eϑ
)

=


1 0 0

0 1 0

0 0 1


Nabla

∇ f


∂ f
∂x
∂ f
∂y
∂ f
∂z




∂ f
∂ρ

1
ρ
∂ f
∂ϕ

∂ f
∂z




∂ f
∂r

1
r sin(ϑ)

∂ f
∂ϕ

1
r
∂ f
∂ϑ


∇ · f ∂ fx

∂x +
∂ fy
∂y +

∂ fz
∂z

1
ρ

∂(ρ fρ)
∂ρ + 1

ρ

∂ fϕ
∂ϕ +

∂ fz
∂z

1
r2
∂(r2 fr)
∂r + 1

r sin(ϑ)
∂ fϕ
∂ϕ + 1

r sin(ϑ)
∂(sin(ϑ) fϑ)

∂ϑ

∇ × f


∂ fz
∂y −

∂ fy
∂z

∂ fx
∂z −

∂ fz
∂x

∂ fy
∂x −

∂ fx
∂y




1
ρ
∂ fz
∂ϕ −

∂ fϕ
∂z

∂ fρ
∂z −

∂ fz
∂ρ

1
ρ

(
∂(ρ fϕ)
∂ρ −

∂ fρ
∂ϕ

)



1

r sin(ϑ)

(
∂(sin(ϑ) fϕ)

∂ϑ −
∂ fϑ
∂ϕ

)
1
r

(
∂(r fϑ)
∂r −

∂ fr
∂ϑ

)
1
r

(
1

sin(ϑ)
∂ fr
∂ϕ −

∂(r fϕ)
∂r

)


∇2f ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 + ∂2f
∂z2

∂2f
∂ρ2 + 1

ρ
∂f
∂ρ + 1

ρ2
∂2f
∂ϕ2 + ∂2f

∂z2
∂2f
∂r2 + 2

r
∂f
∂r + 1

r2 sin(ϑ)2
∂2f
∂ϕ2 + 1

r2 sin(ϑ)
∂
(
sin(ϑ) ∂f

∂ϑ

)
∂ϑ
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Kurvendiskussion

Tangenteneinheitsvektor Hauptnormalenvektor Binormalenvektor

T(x0) =
df
dx (x0)∣∣∣ df
dx (x0)

∣∣∣ N(x0) =
dT
dx (x0)∣∣∣ dT
dx (x0)

∣∣∣ B(x0) = T(x0) × N(x0)

Krümmung Torsion Bogenlänge

κ(x) =
|dT|
ds τ(x) = −N dB

ds

(
ds
dx

)2
=

m∑
i=1

(d fi
dx (x)

)2

Bahngeschwindigkeit Beschleunigung
df
dx (x) =

ds(x)
dx T(x) d2f

dx2 (x) = d2 s
dx2 (x)T(x) +

(
ds
dx (x)

)2
κ(x)N(x)

Tangente Normale Hessematrix (symmetrisch)

t(x0, λ) = f(x0) + λT(x0) n(x0, λ) = f(x0) + λN(x0)

H ( f (x)) =


fx1 x1 . . . fx1 xn

. . . . . . . . .

fxn x1 . . . fxn xn

Richtungsableitung Tangentialebene
∂ f
∂a (x) = ∇ f (x) · a

|a| (x − x0) · ∇ f (x0) = 0

Extremum
⇒ d f (x0) = 0 ⇔ ∇ f (x0) = 0 H ( f (x)) positiv (negativ) definit ⇒ Minimum (Maximum)

indefinit ⇒ Sattelpunkt
sonst ⇒ keine Aussage

Fehlerrechnung

|∆ f (x)| ≤
∑
j

∣∣∣∣ ∂ f
∂x j

(x)
∣∣∣∣∆x j

x = Mittelwerte
∆x j = maximaler absoluter Fehler

Integrale

Parameteranhängige Integrale (Leibnitzsche Regel)

d
dλ

b(λ)∫
a(λ)

f (x, λ)dx =

b(λ)∫
a(λ)

d f
dλ (x, λ)dx + f (b(λ), λ) db

dλ (λ) − f (a(λ), λ) da
dλ (λ)

Kurvenintegral 1. Art⇔ 2. Art∫
S

f (x)dx =
∫
s

f (x(t)) |ẋ(t)| dt =
∫
s

(
f (x(t)) ẋ(t)

|ẋ(t)|

)
· (ẋ(t)dt) =

∫
s

v (x(t)) · ẋ(t)dt =
∫
S

v(x) · dx

Flächenintegral 1. Art⇔ 2. Art!
A

f (x)dA =
!
a

f (x(s, t)) |xs × xt| ds dt =
!
a

(
f (x(s, t)) xs×xt

|xs×xt |

)
· ((xs × xt) ds dt) =

!
a

v (x(s, t)) · (xs × xt) ds dt =
!
A

v(x) · dA

Anwendungen

Rotationskörper A = 2π
s∫

0
yds = 2πyss V = π

b∫
a

y2dx = 2πysA

Statisches Moment M =
∑
i

midi Mx =
s∫

0
y ds = 1

2

b∫
a

y2 dx My =
s∫

0
x ds =

b∫
a

xy dx

Schwerpunkt S = (xs, ys) =

1
s

s∫
0

x ds, 1
s

s∫
0

y ds
 =

 1
A

b∫
a

xy dx, 1
2A

b∫
a

y2 dx


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Interpolation

Lagrange Newton

Pn(x) =
n∑

i=1
yi

n∏
j=1

x−x j
xi−x j

Pn(x) =
n∑

i=1
αi

n∏
j=1

(
x − x j

)
Trapezformel Simpsonsche Formel
b∫

a
f (x)dx = h

(
y0+yn

2 +
n−1∑
i=1

yi

) b∫
a

f (x)dx = h
3

y0 + yn + 2
n−1

2∑
i=1

y2i + 4
n−1

2∑
i=1

y2i+1


Schrittweises Integrieren y′ = f (x, y)

Euler-Verfahren Runge-Kutta-Verfahren

ykτ1 = yk + h f (xk, yk) ykτ1 = yk + h
6 (T1k + 2T2k + 2T3k + T4k)

T1k = f (xk, yk) T2k = f
(
xk + h

2 , yk + h
2 T1k

)
T3k = f

(
xk + h

2 , yk + h
2 T2k

)
T4k = f (xk + h, yk + hT3k)

Differentialgelichungen

y′ = g(x)h(y) y = y0 mit h(y0) = 0 ⇒
∫

1
h(y) dy =

∫
g(x)dx + c

y′ = f
(

y
x

)
u =

y
x ⇒

∫
1

f (u)−u du = ln (|x|) + c

F(x, y′, y′′) = 0 u = y′ ⇒ F(x, u, u′) = 0 y =
∫

u(x, c1)dx

F(y, y′, y′′) = 0 u(y) = y′ ⇒ F(y, u, u′u) = 0
∫

1
u(y,c1) dy = x + c2

y′ + p(x)y = q(x)yn u = y1−n ⇒ u′ + (1 − n)p(x)u = (1 − n)q(x)

Lineare Differentialgleichungen

n∑
i=0

fiy(i) = p(x) = Qα(x) sin(νx + β) exp(µx) y =
n∑

i=1
ciyi + yp

Wronski-Determinante , 0 ⇒ y1 . . . yn Fundamentalsystem Inhomogen: Variation der Konstanten

W(y1, y2, . . . , yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 . . . yn

. . . . . . . . .

y(n−1)
1 . . . y(n−1)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 0


y1 . . . yn

. . . . . . . . .

y(n−1)
1 . . . y(n−1)

n

 ·


c′1
...

c′n

 =


0
...

p(x)


fi = const

Charakteristisches Polynom P(λ) =
n∑

i=0
fiλ(i) = 0 =

m≤n∏
j=0

(
λ − λ j

)k j

y =
m∑

j=0

k j−1∑
i=0

c jixi exp(λ jx) yp = Rα(x)xk exp(λx) = (S α(x) sin(νx) + Tα(x) cos(νx)) xk exp(µx)


