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Fourier-Transformation

Synthesegleichung

f (t) = F −1 (F(ω)) (t) = 1
2π

∞∫
−∞

F(ω) exp(iωt)dω = 1
π

∞∫
0

(FC(ω) cos(ωt) + FS (ω) sin(ωt)) dω

Analysegleichungen

F(ω) = F ( f (t)) (ω) =
∞∫
−∞

f (t) exp(−iωt)dt = FC(ω) − iFS (ω)

FC(ω) = FC ( f (t)) (ω) =
∞∫
−∞

f (t) cos(ωt)dt = 1
2 (F(ω) + F(−ω)) FC(ω) = FC(−ω)

FS (ω) = FS ( f (t)) (ω) =
∞∫
−∞

f (t) sin(ωt)dt = i
2 (F(ω) − F(−ω)) FS (ω) = −FS (−ω)

Rechenregeln

Linearität

α f (t) + βg(t) a q αF(ω) + βG(ω)

Konjugation

f (t) a q F(−ω) f (−t) a q F(ω)

Streckung

f (αt) a q 1
α

F
(
ω
α

)
1
α

f
(

t
α

) a q F(αω)

Argumentverschiebung

f (t + t0) a q exp(iωt0)F(ω) exp(−iω0t) f (t) a q F(ω + ω0)

Argumentumkehr

f (−t) a q F(−ω)

Differentiation
dm

dtm f (t) a q (iω)mF(ω) (−it)m f (t) a q dm

dωm F(ω)

Integration
t∫

−∞

f (t)dt a q (iω)−1F(ω) + πF(0)δ(ω) (−it)−1 f (t) + 1
2 f (0)δ(t) a q ω∫

−∞

F(ω)dω

Faltung

Definition: f (t) ? g(t) =
∞∫
−∞

f (τ)g(t − τ)dτ F(ω) ?G(ω) =
∞∫
−∞

F(θ)G(ω − θ)dθ

Beziehung: f (t) ? g(t) a q F(ω)G(ω) 2π f (t)g(t) a q F(ω) ?G(ω)

Symmetrie

F ( f (t)) (ω) = 2πF −1 ( f (−t)) (ω) = 2πF −1
(

f (t)
)
(ω) F −1 (F(ω)) (t) = 1

2πF (F(−ω)) (t) = 1
2πF

(
F(ω)

)
(t)

F(t) a q 2π f (−ω) 1
2πF(−t) a q f (ω)

Parsevalsche Gleichung
∞∫
−∞

| f (t)|2 dt = 1
2π

∞∫
−∞

|F(ω)|2 dω = 1
π

∞∫
0

(
|FC(ω)|2 + |FS (ω)|2

)
dω
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Fourier-Transformation für periodische Funktionen (Ω Spektrallinienabstand)

Synthesegleichung

f (t) = Ω
2π

∞∑
k=−∞

F(k) exp(ikΩt) = Ω
π

∞∑
k=0

(FC(k) cos(kΩt) + FS (k) sin(kΩt))

Analysegleichungen

F(k) =

x+ 2π
Ω∫

x
f (t) exp(−ikΩt)dt = FC(k) − iFS (k)

FC(k) =

x+ 2π
Ω∫

x
f (t) cos(kΩt)dt = 1

2 (F(k) + F(−k)) FC(k) = FC(−k)

FS (k) =

x+ 2π
Ω∫

x
f (t) sin(kΩt)dt = i

2 (F(k) − F(−k)) FS (k) = −FS (−k)

Rechenregeln

Linearität

α f (t) + βg(t) a q αF(k) + βG(k)

Konjugation

f (t) a q F(−k) f (−t) a q F(k)

Streckung

f (αt) a q 1
α

F (k) [mit Ωneu = αΩalt] α f (t) a q F(αk) [mit Ωneu = αΩalt]

Argumentverschiebung

f (t + t0) a q exp(ikΩt0)F(k) exp(−ik0Ωt) f (t) a q F(k + k0)

Argumentumkehr

f (−t) a q F(−ω)

Differentiation

Definition: ∆F(k) = F(k) − F(k − 1)

Beziehung: dm

dtm f (t) a q (ikΩ)mF(k)
(
1 − exp(iΩt)

)m f (t) a q ∆mF(k)

Integration
x+t∫
x

f (t)dt a q (ikΩ)−1F(k)
(
1 − exp(iΩt)

)−1 f (t) a q k∑
k=−∞

F(k)

Faltung

Definition: f (t) ? g(t) =

x+ 2π
Ω∫

x
f (τ)g(t − τ)dτ F(k) ?G(k) =

∞∑
k=−∞

F(κ)G(k − κ)

Beziehung: f (t) ? g(t) a q F(k)G(k) 2π
Ω

f (t)g(t) a q F(k) ?G(k)

Parsevalsche Gleichung
x+ 2π

Ω∫
x
| f (t)|2 dt = Ω

2π

∞∑
k=−∞

|F(k)|2 = Ω
π

∞∑
k=0

(
|FC(k)|2 + |FS (k)|2

)
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Fourier-Transformation für zeitdiskrete Funktionen (T Funktionswerteabstand)

Synthesegleichung

f (n) = T
2π

x+ 2π
T∫

x
F(ω) exp(iωnT )dω = T

π

x+ πT∫
x

(FC(ω) cos(ωnT ) + FS (ω) sin(ωnT )) dω

Analysegleichungen

F(ω) =
∞∑

n=−∞
f (n) exp(−iωnT ) = FC(ω) − iFS (ω)

FC(ω) =
∞∑

n=−∞
f (n) cos(ωnT ) = 1

2 (F(ω) + F(−ω)) FC(ω) = FC(−ω)

FS (ω) =
∞∑

n=−∞
f (n) sin(ωnT ) = i

2 (F(ω) − F(−ω)) FS (ω) = −FS (−ω)

Rechenregeln

Linearität

α f (t) + βg(t) a q αF(ω) + βG(ω)

Konjugation

f (n) a q F(−ω) f (−n) a q F(ω)

Streckung

f (αn) a q F (ω) [mit Tneu = αTalt] f (n) a q F(αω) [mit Tneu = αTalt]

Argumentverschiebung

f (n + n0) a q exp(iωn0T )F(ω) exp(−iω0nT ) f (n) a q F(ω + ω0)

Argumentumkehr

f (−t) a q F(−ω)

Differentiation

Definition: ∆ f (n) = f (n) − f (n − 1)

Beziehung: ∆m f (n) a q (
1 − exp(−iωT )

)m F(ω) (−inT )m f (n) a q dm

dωm F(ω)

Integration
n∑

n=−∞
f (n) a q (

1 − exp(−iωT )
)−1 F(ω) (−inT )−1 f (n) a q x+ω∫

x
F(ω)dω

Faltung

Definition: f (n) ? g(n) =
∞∑

ν=−∞
f (ν)g(n − ν) F(ω) ?G(ω) =

x+ 2π
T∫

x
F(θ)G(ω − θ)dθ

Beziehung: f (n) ? g(n) a q F(ω)G(ω) 2π
T f (n)g(n) a q F(ω) ?G(ω)

Parsevalsche Gleichung

∞∑
n=−∞

| f (n)|2 = T
2π

x+ 2π
T∫

x
|F(ω)|2 dω = T

π

x+ πT∫
x

(
|FC(ω)|2 + |FS (ω)|2

)
dω
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Diskrete Fourier-Transformation

(Ω Spektrallinienabstand, T Funktionswerteabstand, N Funktionswerte in einer Periode: ΩT N = 2π)
Synthesegleichung

f (n) = F −1
DFT (F(k)) (n) = 1

N

N−1∑
k=0

F(k) exp
(
ikn 2π

N

)
= 2

N

N
2∑

k=0

(
FC(k) cos

(
kn 2π

N

)
+ FS (k) sin

(
kn 2π

N

))
Analysegleichungen

F(k) = FDFT ( f (n)) (k) =
N−1∑
n=0

f (n) exp
(
−ikn 2π

N

)
= FC(k) − iFS (k)

FC(k) = FDFTC ( f (n)) (k) =
N−1∑
n=0

f (n) cos
(
kn 2π

N

)
= 1

2 (F(k) + F(−k)) FC(k) = FC(−k)

FS (k) = FDFTS ( f (n)) (k) =
N−1∑
n=0

f (n) sin
(
kn 2π

N

)
= i

2 (F(k) − F(−k)) FS (k) = −FS (−k)

Rechenregeln

Linearität

α f (n) + βg(n) a q αF(k) + βG(k)

Konjugation

f (n) a q F(−k) f (−n) a q F(k)

Streckung

f (αn) a q F (k)
[
mit Nneu = 1

α
Nalt

]
α f (n) a q F(αk)

[
mit Nneu = 1

α
Nalt

]
Argumentverschiebung

f (n + n0) a q F(k) exp
(
ikn0

2π
N

)
f (n) exp

(
−ik0n 2π

N

) a q F(k + k0)

Argumentumkehr

f (−t) a q F(−k)

Differentiation

Definition: ∆ f (n) = f (n) − f (n − 1) ∆F(k) = F(k) − F(k − 1)

Beziehung: ∆m f (n) a q (
1 − exp

(
−ik 2π

N

))m
F(k)

(
1 − exp

(
in 2π

N

))m
f (n) a q ∆mF(k)

Integration
n∑

n=0
f (n) a q (

1 − exp
(
−ik 2π

N

))−1
F(k)

(
1 − exp

(
in 2π

N

))−1
f (n) a q k∑

k=0
F(k)

Faltung

Definition: f (n) ? g(n) =
N−1∑
ν=0

f (ν)g(n − ν) F(k) ?G(k) =
N−1∑
κ=0

F(κ)G(k − κ)

Beziehung: f (n) ? g(n) a q F(k)G(k) N f (n)g(n) a q F(k) ?G(k)

Symmetrie

FDFT ( f (n)) (k) = NF −1
DFT ( f (−n)) (k) = NF −1

DFT

(
f (n)

)
(k) F −1

DFT (F(k)) (n) = 1
NFDFT (F(−k)) (n) = 1

NFDFT

(
F(k)

)
(n)

F(n) a q N f (−k) 1
N F(−n) a q f (k)

Parsevalsche Gleichung
N−1∑
n=0
| f (n)|2 = 1

N

N−1∑
k=0
|F(k)|2 = 2

N

N
2∑

k=0

(
|FC(k)|2 + |FS (k)|2

)



30. Oktober 2011
Carsten Deeg Integraltransformationen 5/6

Laplace-Transformation

Synthesegleichung

f (t) = L−1 (F(s)) (t) = 1
2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

F(s) exp(st)ds

Analysegleichungen

F(s) = L ( f (t)) (s) =
∞∫

0 (einseitig)

−∞ (zweiseitig)

f (t) exp(−st)dt

Rechenregeln

Linearität

α f (t) + βg(t) a q αF(s) + βG(s)

Konjugation

f (t) a q F(s)

Streckung

f (αt) a q 1
α

F
(

s
α

)
1
α

f
(

t
α

) a q F(αs)

Argumentverschiebung

einseitig:

t0 ≥ 0 f (t + t0) a q exp(st0)
F(s) −

t0∫
0

f (t) exp(−st)dt
 exp(−s0t) f (t) a q F(s + s0)

t0 ≤ 0 f (t + t0) a q exp(st0)F(s)

zweiseitig: f (t + t0) a q exp(st0)F(s)

Argumentumkehr

zweiseitig: f (−t) a q F(−s)

Differentiation

einseitig: dm

dtm f (t) a q smF(s) −
m−1∑
r=0

sm−r−1 dr

dtr f (0) (−t)m f (t) a q dm

dωm F(s)

zweiseitig: dm

dtm f (t) a q smF(s)

Integration

einseitig:
t∫

0
f (t)dt a q s−1F(s) t−1 f (t) a q ∞∫

s
F(s)ds

zweiseitig:
t∫

−∞

f (t)dt a q s−1F(s)

Faltung

Definition:

einseitig: f (t) ? g(t) =
∞∫
0

f (τ)g(t − τ)dτ F(s) ?G(s) =

σF+i∞∫
σF−i∞

F(σ)G(s − σ)dσ,
σG+i∞∫
σG−i∞

F(σ − s)G(σ)dσ


zweiseitig: f (t) ? g(t) =

∞∫
−∞

f (τ)g(t − τ)dτ

Beziehung: f (t) ? g(t) a q F(s)G(s) 2πi f (t)g(t) a q F(s) ?G(s)



30. Oktober 2011
Carsten Deeg Integraltransformationen 6/6

Z-Transformation (z = exp(sT ))

Synthesegleichung
f (n) = Z−1 (F(z)) (n) = 1

2πi

∮
F(z)zn−1dz

Analysegleichungen

F(z) = Z ( f (n)) (z) =
∞∑

n=

 0 (einseitig)

−∞ (zweiseitig)

f (n)z−n

Rechenregeln

Linearität

α f (n) + βg(n) a q αF(z) + βG(z)

Konjugation

f (n) a q F(z)

Streckung

f (αn) a q F
(
z

1
α

)
α−n f (n) a q F(αz)

Argumentverschiebung

einseitig:

n0 > 0 f (n + n0) a q zn0

(
F(z) −

n0−1∑
n=0

f (n)z−n

)
n0 ≤ 0 f (n + n0) a q zn0 F(z)

zweiseitig: f (n + n0) a q zn0 F(z)

Argumentumkehr

zweiseitig: f (−n) a q F(z−1) (−1)n f (n) a q F(−z)

Differentiation

Definition: ∆ f (n) = f (n) − f (n − 1)

Beziehung:

einseitig: ∆m f (n) a q (
1 − z−1

)m
F(z) − z

m−1∑
r=0

(
1 − z−1

)m−r−1
∆r f (0) (−1)m (n+m−1)!

(n−1)! f (n) a q zm dm

dzm F(z)

zweiseitig: ∆m f (n) a q (
1 − z−1

)m
F(z)

Integration

einseitig:
n∑

n=0
f (n) a q (

1 − z−1
)−1

F(z) n−1 f (n) a q ∞∫
z

F(z)
z dz

zweiseitig:
n∑

n=−∞
f (n) a q (

1 − z−1
)−1

F(z)

Faltung

Definition:

einseitig: f (n) ? g(n) =
n∑
ν=0

f (ν)g(n − ν) F(z) ?G(z) =
{∮

F(ζ)G(z − ζ)dζ,
∮

F(ζ − z)G(ζ)dζ
}

zweiseitig: f (n) ? g(n) =
∑ ∞∫
ν=−∞

f (ν)g(n − ν)

Beziehung: f (n) ? g(n) a q F(z)G(z) 2πi f (n)g(n) a q F(z) ?G(z)


