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Fourier-Transformation

Synthesegleichung

fO=F " Fw) @ = % }O F(w)exp(iw)dw = % }O(Fc(a)) cos(wt) + Fg(w) sin(wt)) dw
0

—00

Analysegleichungen

}0 f(®exp(—iwt)dt = Fe(w) —iFg(w)

—00

[ f@cos(wndr =3 (F(w) + F(-w)) Fe(w) =Fe(-w)

Flw) =% () (w)

Fe(w) =% (f(0)(w)

Fs) =50 = [ fOsinwnd =i (Fw)-F(-w) Fs(w) =-Fs(-w)

Rechenregeln

Linearitit
af(®) +Bg(t) — aF(w)+BG(w)

Konjugation

fo — F(-w) fe=n — Fw)
Streckung

flan e GF(2) i/ (%) w— Flow)
Argumentverschiebung

fa+1) o expliwi)F(w) exp(~iwor) £ (1) o F(w+ )
Argumentumkehr

f=) — F(-w)

Differentiation

TIAQ) o—  (iw)"F(w) (=in" f (1) o g F(w)
Integration

ft fdt e (i)' F(w) + TF(0)d(w) (=i~ (O + 3£(0)3(1) o fF(w)dw
Faltung ) )
Definition:  f(t) * g(t) = f f(D)g(t — tydr F(w) * G(w) = }OF(O)G(w—H)dH
Beziehung: — f(1) x g(t) : F(w)G(w) 2nf(1)g(1) ) o— F(w) *x G(w)
Symmetrie

F (f(1) (@) = 27F ' (f(=0) () = 20F 1 (FO)w)  F~ (F) (1) = 5= F (F(-w) (1) = 5F (F(w))®)
F(1) o 2f(-w) = F(=1) — flw)

Parsevalsche Gleichung

[1f@Pdt= £ [IF@Pdo=1[(Fc@)] +|Fs@))dw
—o0 —oc0 0



22. Mirz 2013
Carsten Deeg

Integraltransformationen

2/6

Fourier-Transformation fur periodische Funktionen (o spektrallinienabstand)

Synthesegleichung

fo=% 2 F(k) exp(ikQr) = gki (F c(k) cos(kQ1) + Fi (k) sin(kQ))

Analysegleichungen
+Z
Fk)y =
+Z
Fek) = [ f(@)cos(kQndt
Fs(k) =

Rechenregeln

Linearitit
Konjugation

[
Streckung

f(an)
Argumentverschiebung

J(t+19)
Argumentumkehr
Differentiation

Definition:

Beziehung: (‘;Tr; f(@®

Integration
X+t

[ fd

Faltung

[ f(0)sin(kQr)dt

[ f@exp(=ik@ndt = Fe(k) - iFs (k)
= 1 (F(k) + F(=k))

= L (F(k) - F(-k))

Fe(k) = Fe(=k)

Fs(k) =-Fs(=k)

af(t) +Bg(t) o aF(k)+BGKk)

o F(=k) (=) o

o 1F®)  [mit Quew = aQud  af () o

o exp(ikQig)F (k) exp(—ikoQr) f (1) o
f(=1) — F(-w)

o (ikQ)Y"F(k)

o (ikQ)'F(k)

2
x+ 3

Definition: — f(1) % g() = [ f(D)g(t—1)dr

Beziehung:  f(t) x g(t)

Parsevalsche Gleichung

X+

[ fofa=2 5 1RGP =4

e F(OG(K)

>

k=0

AF(k) = F(k) - F(k - 1)
(1 —exp(iQn)" f(1) o

(1-exp(iQ0)~" f(1) o

Fk)
F(ak) [mit Qney = aQu]

Fk + ko)

A"F (k)

k
X Fh

k=—00

Fk)« Gl = S FOGK =)

k=—o0

Zf(n)g(1) o

(1IFc(oP +|Fs(k)P)

F(k) * G(k)
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Fourier-Transformation fir zeitdiskrete Funktionen (7 Funktionswerteabstand)

Synthesegleichung
x+ 27" %

fmy =% [ Fw)expiwnT)dw =L [ (Fe(w)cos(wnT) + Fs(w)sin(wnT)) dw

Analysegleichungen
Flw) = ) im fmexp(—=iwnT) = Fc(w) - iFs(w)
Fc(w) = ’Em f(n)cos(wnT) =} (F(w) + F(-w)) Fc(w) =Fc(-w)
Fs(w) = niw S(n)sin(wnT) = I (F(w) - F(-w)) Fs(w) =-Fs(-w)

Rechenregeln

Linearitit
af(t) +pg(t) — aF(w)+pG(w)
Konjugation
Q) — F(-w) f=m) — Fw)
Streckung
f(an) o— F(w) [mitThey =aTad f(n) o— Flaw) [mit Tney = T
Argumentverschiebung
f(n+ ngy) o— exp(iwngT)F(w) exp(—iwonT)f(n) o F(w+ wp)
Argumentumkehr
f=) — F(-w)
Differentiation
Definition: Af(n) = f(n)— f(n—1)
Beziehung: A" f(n) o— (1 —exp(=iwT))" F(w) (=inT)" f(n) o—s %F(w)
Integration
5 fw) e (I—epiwD) F@) (T ) e | Fydo
Faltung
Definition:  f(n) x g(n) = ) %o]m fOgn—-v) F(w) *x G(w) = X}T F(O)G(w - 6)do
Beziehung:  f(n) % g(n) o F(W)G(W) 2 f(n)g(n) o F(w) % G(w)

Parsevalsche Gleichung
x+Z

S P =L [ F@Pdo=L [ (Fe@P +Fs@))dw

n=—o0o

~Nl=
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Diskrete Fourier-Transformation

(Q Spektrallinienabstand, T Funktionswerteabstand, N Funktionswerte in einer Periode: QTN = 2m)
Synthesegleichung

M=

) = Fte (Fk) (n) = %Zzz_;; F(kyexp (ikn2t) = 2 3, (Fc(k) cos (knZF) + Fs (k) sin (knZ} )

Analysegleichungen

k=0

F(k) = Forr (f() (k) 2 fyexp(<iknZF) = Fe(k) —iFs (k)

n=0
Fe(k) = Forr, (Fm) (k) N; fycos (kn2F) =L (F(k) + F(-k)) Fe(k) = Fe(=k)
Fs(k) = Fprr, (f(n) (k) NZ_]] f(n)sin (kn%”) = L (F(k) - F(=k)) Fs(k) =-Fs(=k)
Rechenregeln
Linearitit
af(n)+pgn) — aF(k)+pG(k)
Konjugation
f(n) e F(-k) f=n) e F(k)
Streckung
flan) e F (k) |mit Noey = LNy af (n) o F(ak)  [mit Noey = 2Ny
Argumentverschiebung
f(n+ny) o= F(k)exp (ikno%‘) f(n) exp (—ikon%‘) o F(k+ko)
Argumentumkehr
S(=1) o F(=k)
Differentiation
Definition:  Af(n) = f(n) — f(n—1) AF(k) = F(k) - F(k - 1)
Beziehung: A" f(n) o (1-exp(-ik2))" F(h) (1-exp(inZ))" f1) o A"F(k)
Integration
go foy  ee (1-exp(-ik2)) " Fo (1-exp(in2))” fG) o é) Fk)
Faltung
N-1 N-1
Definition:  f(n) x g(n) = EO f»v)gn—-v) F(k) x» G(k) = E,O F()G(k — k)
Beziehung:  f(n) x g(n) o Fk)Gk) Nf(n)g(n) o— F(k) % G(k)
Symmetrie

Forr (f(m) (k) = NF (F(=m) (k) = NFp L (Fm) k) Fbe () (n) = £ Forr (F(=k) (n) = £ Forr (F(0) ()
F(n) — Nf(=k) FF(=n) o fh)

Parsevalsche Gleichung

N-1 N-1 7
I If00F = § X IFGF = § % (1Fe®OF +IFs®F)

k=0
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Laplace-Transformation

o F(as)

o F(s+sp)

dm

o—e }OF(s)ds

oG—ico

[ F(0)G(s - o)do, GGfmF(a - s)G(a')dO'}

Synthesegleichung
o +ico
fO =L FE) O =55 [ Fls)expsnds
Analysegleichungen
F(s)=L(f(0))(s) = ) J (@) exp(=sndt
0  (einseitig)
—co  (zweiseitig)
Rechenregeln
Linearitit
af(n) +Bg(t) o— aF(s)+pG(s)
Konjugation
fo — F()
Streckung
o () 70
Argumentverschiebung
einseitig:
to
>0 ft+1) o— exp(sty) (F(s)— f f(@ exp(—st)dt) exp(—sof) f(1)
0
<0 [+ to) o exp(sty)F(s)
zweiseitig:  f(t + tg) —  exp(sty)F(s)
Argumentumkehr
Zweiseitig: f(=t) o F(-s)
Differentiation
m—1
einseitig: 37 f(@ o— S"F(s) — ;0 gl % [ =" f(@)
weiseitig: (1) oe S"F(s)
Integration
t
einseitig: [ f(t)dt o sTUF(s) ()
0
t
Zweiseitig: f f(Hde o sTLE(s)
Faltung
Definition:
00 T p+ico
einseitig: () % g(t) = ff(‘r)g(t —T1)dt F(s) x G(s) = {
0 o p—ico
aweiseitig:  f(1) % g() = [ f(r)g(t —T)dr
Beziehung:  f(t) x g(t) o F(s)G(s) 2mif(1)g(r)

o— F(s) x G(s)
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Z-Transformation (z = exp(s7))

Synthesegleichung

f) = Z7 (F@) () = 3 § Fyz'dz
Analysegleichungen

F2)=Z(fn) (@) = D Faz

0  (einseitig)
n=
—oco  (zweiseitig)

Rechenregeln

Linearitat
Konjugation
f
Streckung
f(an)
Argumentverschiebung
einseitig:

ng >0 f(n+ ngp)

nyp <0 f(n+ ngp)
zweiseitig:  f(n + ngp)
Argumentumkehr
weiseitig:  f(—n)

Differentiation

af(n) +pgn) — aF(z)+pG(2)

e FZ)

— F()

n()—l
o Z'" (F(Z) - ;0 f(n)z‘")
o 7Z"F(z)
o— Z"F(z)

e F(zh)

Definition: Af(n) = f(n)— f(n—-1)

Beziehung:
einseitig: A" f(n)
zweiseitig: A" f(n)

Integration

n

einseitig: > f(m)
n=0

Zweiseitig: > f(n)

n=—oo

Faltung

Definition:

B 1\ B m—1 4 m—
— (1-2)"F@») zr§0(1 z!)

— (1-27")" F)

o (1 - z—l)_1 F(z)

e (1-2) F@)

einseitig:  f(n) x gn) = io fOMgn—v)

zweiseitig:  f(n) x g(n) = 3, T fgn—v)

Beziehung:  f(n) * g(n)

y=—00

— F(2)G(2)

a'f(n) o F(az)

(=D" f(n) o— F(-2)

r—1 1 m
NfO) (D)L ) o 2" F(2)

n' f(n) o [HZdz

F(z) % G(2) = {§ F(O)G(z - 0)d¢, § F({ - G()dZ)

2mif(n)g(n) o— F(z) x G(2)



